
آل غیرایده گاز

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠۴ اردیبهشت ۴

مقدمه ١

ͳم نظر صرف مول΋ولها بین های کنش برهم از چرا ؟ دارد اهمیت اینقدر آل ایده گاز مطالعه چرا چیست؟ برای آل ایده گاز بر تاکید همه این

ها مول΋ول و ها اتم کرد. نظر صرف انها مول΋ولهای بین کنش برهم از توان ͳم و هستند آل ایده گازها تمام تقریبا است. ساده اش دلیل کنیم؟

توانند ͳم کنند) ͳم لمس را همدیΎر (وتقریبا شوند ͳم Έنزدی هم به ͳوقت تنها و کنند ͳنم وارد هم به بلندبردی نیروی ندارند ͳ΋تری΋ال بار چون

و فشار که ͳشرایط تحت تنها است. آل ایده گاز Έی حتما باشد رقیق ͳکاف اندازه به که گازی هر که است دلیل همین به کنند.. وارد نیرو هم به

که l ͳ΋ی دارد، وجود متفاوت ͳطول مقیاس سه گاز Έی در ͳکل بطور کرد. صحبت آل غیرایده گاز Έی از توان ͳم شوند زیاد اندازه آن ͳالΎچ

است ͳول΋مول حجم یا گاز ͳالΎچ به وابسته زیر صورت به ͳطول مقیاس این مول΋ولهاست. بین متوسط فاصله

l ∼ n− 1
3 v ∼ l3. (١)

ͳم نشان r0 با را طول مقیاس این دارد. آنها ساختار و مول΋ولها بین نیروی به ͳبستگ که مول΋ولهاست بین کنش برهم برد دیΎر ͳطول مقیاس Έی

های اتم از گازی برای ͳحت که دارد وجود هم دیΎر ͳطول مقیاس Έی اما گرفت. نظر در آل ایده را گاز توان ͳم باشد، l >> r0 که هرگاه دهیم.

ͳناش طول مقیاس این . λth = h√
2πmkT

با است برابر که است T دمای در ذرات دوبروی موج طول همان ͳطول مقیاس این است. مهم نیز ͳخنث

آثار شود، مقایسه قابل l با که ͳوقت و شود ͳم بزرگتر موج طول این باشد، تر پایین دما چه هر دماست. به وابسته و ها اتم ای موج‐ذره ماهیت از
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سه تواانیم ͳم بنابراین ت. پرداخ خواهیم آینده درسهای در موضوع این به دهند. ͳم تغییر را گاز رفتار و شده ظاهر ͳپاوول طرد اصل ͳیعن ͳکوانتم

کنیم: مشخص را زیر رژیم

آل: ایده گاز n

r30
v

<< 1,
λ3
th

v
<< 1.

:Έکلاسی ͳول آل ایده غیر گاز n

r30
v

∼ O(1),
λ3
th

v
<< 1.

از ͳاختلال ͳبسط صورت به محدوده این در گاز Έی ͳ΋ترمودینامی خواص همه طبیعتا کنیم. ͳم مطالعه فصل همین در را محدوده این

شوند. ͳم نوشته r30
v Έکوچ پارامتر

:ͳکوانتوم ͳول کنش) برهم (بدون آل ایده گاز n

r30
v

<< 1,
λ3
th

v
∼ O(1).

پارامتر از ͳاختلال ͳبسط صورت به محدوده این در گاز Έی ͳ΋ترمودینامی خواص همه کنیم. ͳم مطالعه آینده های فصل در را محدوده این

شوند. ͳم نوشته λ3
th

v Έکوچ

:ͳکوانتوم ͳول کنش) برهم (با آل ایده گاز n

r30
v

∼ O(1),
λ3
th

v
∼ O(1).

شد. خواهد مطالعه ای ذره بس های سیستم درس مثل تر پیشرفته درسهای در را محدوده این

استدلال از استفاده راه Έی آورد؟ بدست را حالت معادله این باید چΎونه و چیست؟ نیست آل ایده که گازی حالت معادله که است این سوال حال

های نام به که آمده بدست آل ایده گاز حالت معادله بر اصلاح چندین و شده ͳط راه این نخست ͳتاریخ نظر از است. مبتکرانه و ͳ΋فیزی های

روش چنین هم و داریم گاز Έی ͳواقع ͳهامیلتون یا ها کنش برهم باره در که ͳدقیق دانش از استفاده با توانیم ͳم اما شوند. ͳم شناخته مختلف

روش آینده درسهای در آوریم. بدست آل غیرایده گاز Έی برای تری دقیق هرچه حالت معادله کنیم ͳسع ایم آموخته آماری Έانی΋م در که هایی

معادله که داد خواهند اجازه ما به Έسیستماتی های روش این کرد. خواهیم ͳبررس را آل غیرایده گاز پارش تابع محاسبه برای Έسیستماتی های
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حالت تابع ͳاختلال بسط است نداده بروز خود از را ͳکوانتوم آثار هنوز که Έکلاسی گاز Έی برای آوریم. بدست ͳاختلال صورت به را گاز حالت

بود: خواهد زیر ش΋ل به

Pv

kT
= 1 +

a1(T )

v
+

a2(T )

v2
+ · · · (٢)

توان یا حجم بعد ͳفعل ش΋ل به ضرایب این .v = V
N ͳیعن است ͳول΋مول حجم v و شوند ͳم خوانده ویریال بسط ضرایب ها ai(T ) آن در که

پارامتر این داد. انجام را کار این دارد وجود ͳ΋فیزی سیستم در که ͳطبیع طول پارامتر Έی گرفتن نظر در با توان ͳم بهمواره دارند. را حجم های

نوشت: توان ͳم صورت این در دهیم. ͳم نمایش l با را ͳ΋فیزی

ai(T ) = l3ibi(T )

چΎونه طول بعد با پارامتر این که این است. بعد بدون ضریب این که تفاوت این با بنامیم ویریال ضریب توانیم ͳم نیز را bi(T ) آن در که

مول΋ولهایش بین ͳول نداده بروز خود از ͳکوانتوم خصوصیات هنوز که گازی برای دارد. ͳبستگ سیستم ͳ΋فیزی خصوصیات به شود ͳم پدیدار

فشار اثر در ͳول ندارد وجود ͳکنش برهم مول΋ولهایش بین که ͳآل ایده گاز برای است. r0 همان l دارد، وجود r0 حدود در برد با هایی کنش برهم

این نوع دو هر با آینده های درس در .l = λth ͳیعن است دوبرویی موج طول همان طول این دهد، ͳم بروز خود از ͳکوانتوم آثار کم دمای یا زیاد

کنیم. ͳم موکول آینده درسهای به را Έسیستماتی ͳبررس و بود خواهد ابتدایی و ساده ͳخیل ما ͳبررس درس این در البته شد. خواهیم آشنا ها سیستم

واندروالس حالت معادله و آماری Έانی΋م ٢

گفتیم که همانطور آوریم. بدست را ͳحقیق گاز Έی حالت معادله آماری Έانی΋م از استفاده با چطور که بΎیریم یاد ͳمقدمات طور به خواهیم ͳم

خوبی نسبتاً تقریب (٢) معادله در ویریال اول ضریب چند محاسبه با و تقریبی صورت به توان ͳم ͳول نیست،  پذیر ام΋ان دقیق صورت به کار این

آورد. بدست ͳواقع گاز حالت معادله از

: بنویسیم را ͳواقع گاز Έی ͳهامیلتون بایست ͳم نخست

H =

N∑
i=1

p2
i

2m
+
∑
i<j

U(|ri − rj |) (٣)

به تنها پتانسیل انرژی این اند. گرفته قرار rj و ri های م΋ان در که است گاز از مول΋ول یا اتم دو بین پتانسیل انرژی U(|ri − rj |) اینجا در

هم به ͳخیل ͳوقت معمولا مول΋ولها است. شده داده نشان (٢) ش΋ل در ͳواقع گاز Έی برای پتانسیل این رفتار دارد. ͳبستگ ذره دو این فاصله
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فاصله. برحسب fij(r) و Uij(r) توابع :١ ش΋ل

دور های فاصله در بنابراین است. جاذبه نیروی Έی هم نیرو این کنند. ͳم وارد نیرو ی΋دیΎر به و کنند ͳم حس را ی΋دیΎر اثر شوند، ͳم Έنزدی

توانند ͳنم مول΋ولها اما شود. ͳم ͳمنف پتانسیل هاست مول΋ول قطر از بیشتر ͳکم معمولا که هایی فاصله در و کند ͳم میل صفر سمت به پتانسیل

به پتانسیل r0 از کمتر های فاصله در که است این معنایش که کند ͳم جلوگیری ی΋دیΎر در آنها رفتن فرو از سخت هسته Έی و روند فرو هم در

که این از مستقل مول΋ولهاست. قطر دهنده نشان تقریبا r0 شود. ͳم ایجاد ها مول΋ول بین قوی ͳخیل دافعه Έی و کند ͳم میل نهایت بی سمت

با: است برابر پارش تابع شود. ͳم نوشته زیر صورت به همواره پارش تابع باشیم، برده کار به ها مول΋ول بین پتانسیل برای ͳمدل چه

ZN (V, T ) =
1

N !ℏ3N

∫
dr1 · · · drNdp1 · · · dpNe−βH (۴)

روی ها انتگرال این نیز ذره هر برای و شوند ͳم جدا هم از ها انتگرال این که داریم یاد به کنیم. ͳم محاسبه ها تکانه روی های انتگرال نخست
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نویسیم:  ͳم بنابراین است. ای تکانه هر مولفه سه ∫هر
dpe−β p2

2m =
( ∫

dpe−β p2

2m

)3
= (

√
2πmkT )3 (۵)

نتیجه: در و

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
QN (V, T ) (۶)

آن در که

λ =
ℏ√

2πmkT

مختصات به و است ذرات بین پتانسیل دربردارنده تنها پارش تابع این شود. ͳم نامیده ͳمختصات پارش تابع QN (V, T ) و است گرمایی موج طول

دارد: ͳبستگ

QN (V, T ) =

∫
dr1 · · · drNe−β

∑
i<j U(|ri−rj |) =

∫
dr1 · · · drN

∏
i<j

e−βU(|ri−rj |) (٧)

عبارت است، صفر با برابر U پتانسیل ذرات،  بین فاصله از ͳوسیع گستره در که آنجا از کنیم. ͳم نگاه ذره دو بین پتانسیل ش΋ل به حال

نویسیم: ͳم بنابراین است. ١ Έنزدی مقدارش عبارت این ͳوسیع گستره در حقیقت در و نیست Έکوچ e−βU(|ri−rj |)

e−βU(|ri−rj |) = 1 + fij (٨)

آن در که

fij := e−βU(|ri−rj |) − 1

پارش تابع محاسبه برای بنابراین  شود. ͳم داده بسط ͳمختصات پارش تابع که هست نیز Έکوچ عبارت همین اساس بر و است ͳ΋کوچ عبارت

نویسیم: ͳم ͳمختصات

QN (V, T ) =

∫ ∏
i<j

(1 + fij)d
3r1 · · · d3rN . (٩)

این نام دهیم. بسط f تابع از ͳمتوال قوای حسب بر را پارش تابع این Έسیستماتی صورت به چΎونه که گرفت خواهیم یاد آینده های درس در

توان فقط اگر کنیم. محاسبه f از اول رتبه تا را پارش تابع کنیم ͳم ͳسع فعلا اما است. ١ ای خوشه بسط شد خواهد روش بعدا که ͳدلایل به بسط

Cluster Expansion١
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بنویسم: توانیم ͳم داریم، نگاه را f تابع از Έی و صفر مرتبه با های

QN (V, T ) =

∫
dr1 · · · drN{1 +

∑
i<j

fij + · · ·} (١٠)

هستند. هم مثل همه هستند،  f شامل که ͳجملات بقیه شود. ͳم آل ایده گاز پارش تابع همان به منجر که شود ͳم V N جمله به منجر اول انتگرال

داشت: خواهیم بنابراین تاست. N(N−1)
2 جملات این تعداد

QN (V, T ) = V N +
N(N − 1)

2

∫
dr1 · · · drNf12 + · · · = V N +

N(N − 1)

2
V N−2

∫
dr1dr2f(r1 − r2) + · · · (١١)

متغیر تغییر از آخر انتگرال محاسبه برای

r := r1 − r2, R :=
r1 + r2

2
(١٢)

نویسیم:  ͳم بنابراین است. ذره دو بین نسبی بردار r و ذره دو جرم مرکز م΋ان R که کنید دقت کنیم. ͳم ∫استفاده
dr1dr2f(|r1 − r2|) =

∫
dRdrf(r) = V

∫
drf(r) (١٣)

ندارد. ͳبستگ R به انتگرال زیر عبارت که ایم کرده استفاده این از آخر قدم در

آید:  ͳم در زیر صورت به آخر انتگرال دارد،  ͳبستگ r اندازه به تنها f تابع که انجا ∫از
drf(r) = 4π

∫ ∞

0

r2drf(r) (١۴)

صفر غیر f که است ای فاصله اندازه به اش مرتبه بل΋ه نیست V ͳیعن ظرف حجم اندازه به آن مرتبه اما است. حجم دیمانسیون دارای عبارت این

بنابراین است. ذرات ͳجنبش انرژی از ͳناش که است ذره دو بین نیروی برد اندازه به فاصله این که شود ͳم معلوم (٢) ش΋ل به مراجعه با و است

کنیم: ͳم تعریف را زیر کمیت بسازیم آن از معنا با ͳ΋فیزی نظر از و دیمانسیون بدون کمیت Έی اینکه برای

b2 :=
1

2r03

∫
4πr2drf(r). (١۵)

شد. خواهند تعریف b1, b2, b3, · · · مثل هایی کمیت حتما ایم. داده نشان b2 با را کمیت این چرا که شد خواهد معلوم درس ادامه در
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داشت: خواهیم بنابراین است. شده تعریف بعدی ͳراحت برای فقط و ندارد ͳمشخص معنای هیچ (١۵) مخرج در ٢ فاکتور

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

(
V N +

N(N − 1)

2
V N−12r0

3b2

)
=

1

N !λ3N
V N

(
1 +N(N − 1)

r0
3

V
b2

)
(١۶)

بنویسیم: توانیم ͳم است بزرگ العاده فوق N که آنجا از

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
V N

(
1 +N

r0
3

v
b2

)
, (١٧)

بدست که آنچه که گرفت خواهیم یاد آینده درسهای در است. ذرات تعداد ͳالΎچ n و است ذره Έی اختیار در حجم v := V
N = 1

n آن در که

است: زیر صورت به که است نمایی بسط Έی از اول جمله دو واق΄ در ایم آورده

ZN (V, T ) =
1

N !
(
V

λ3
)NeN

r0
3

v b2 = Z
(0)
N (V, T )eN

r0
3

v b2 (١٨)

داشت: خواهیم اختلال رتبه اولین در نتیجه در است. آل ایده گاز پارش تابع Z(0)
N (V, T ) آن در که

F = F0 −NkT
r30
v
b2. (١٩)

حجم با گاز مول΋ول Έی ͳواقع حجم نسبت واق΄ در که شود ͳم تعیین r30
v پارامتر بین رقابت با هملهولتز پتانسیل که شود ͳم دیده وضوح به

با مثلا آوریم: بدست نیز را دیΎر ͳ΋ترمودینامی های کمیت توانیم ͳم آزاد انرژی تابع محاسبه از پس است. مول΋ول آن اختیار در که است فضایی

رابطه به توجه

dF = −SdT − PdV + µdN (٢٠)

با: بود خواهد برابر فشار

P = −∂F

∂V
= −

[∂F0

∂V
+

N2kTr30b2
V 2

]
=

NkT

V
(1− b2

r30
v
) (٢١)

ی΋دیΎر برای ها مول΋ول جاذبه از ͳناش نیز فشار کاهش این است. شده کم درصد r30
v b2 اندازه به آل ایده گاز با مقایسه در فشار دهد ͳم نشان که

کنیم. حساب ساده پتانسیل Έی برای را b2 ضریب که است آن وقت حال است.
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دوم ویریال ضریب محاسبه ٢ . ١

پتانسیل از صریح ش΋ل Έی بایست ͳم b2 ویریال ضریب محاسبه برای کرد. ͳم صدق ͳکل صورت به ͳپتانسیل هر باره در گفتیم، اینجا تا که آنچه

آن به که گیرد ͳم نظر در زیر ش΋ل به را پتانسیل تابع آمده دست به ͳول΋مول بین نیروهای یه نظر از که خوب ͳخیل تقریب Έی باشیم. داشته

است: زیر ش΋ل به پتانسیل این شود. ͳم گفته ٢ ‐جونز لنارد پتانسیل

U(r) = ϵ
[
(
σ

r0
)12 − 2(

σ

r0
)6
]
. (٢٢)

r0 نقطه در نیمم ͳم این که دهید نشان .Umin = −ϵ با: است برابر آن مقدار که دهید نشان و کنید پیدا را تابع این نیمم ͳم تمرین: n

افتد. ͳم اتفاق

ش΋ل به تقریب این بΎیریم. نظر در را پتانسیل این از ساده تقریب Έی توانیم ͳم آوریم، بدست پتانسیل این برای را b2 ویریال ضریب که این برای

است: زیر

U(r) = −2ϵ(
r0
r
)6 اگر r > r0

U(t) = ∞ اگر r < r0 (٢٣)

داشت: خواهیم نباشد، کم مول΋ولها پیوندی انرژی به نسبت گرمایی انرژی ͳیعن باشد، ϵ
kT << 1 که ͳشرایط در بنابراین

f(r) = e2βϵ(
r0
r )6 − 1 ≈ 2βϵ(

r0
r
)6 اگر r > r0

f(t) = −1 اگر r < r0 (٢۴)

با: شود ͳم برابر ویریال ضریب نتیجه در

b2 ≡ 2π

r30

∫ ∞

0

r2drf(r) =
2π

r30

[
−

∫ r0

0

r2dr +

∫ ∞

r0

2βϵ(
r0
r
)6r2dr

]
(٢۵)

کردن ساده از پس یا و

b2 =
2π

3
(2βϵ− 1). (٢۶)

Lennard-Jonnes٢

٨



ها: مسئله ٣

گاز این ͳداخل انرژی که دهید نشان است؟ چقدر شما نظر از b ͳبزرگ مرتبه است. P (V − b) = RT صورت به گاز Έی حالت معادله n

دارد. ͳبستگ دما به تنها

صورت این در بΎیریم. نظر در r0 شعاع با ساخت بسیار هایی کره صورت به را گاز Έی مول΋ولهای توانیم ͳم خام تقریب Έی در *** n

است: زیر ش΋ل به مول΋ولها بین پتانسیل

U(r) =


0 r > 2r0

∞ r ≤ 2r0

(٢٧)

حالت معادله با را آن و آورید بدست را پارش تابع این از ͳناش حالت معادله سپس کنید. محاسبه تقریب رتبه اولین در را گاز این پارش تابع

کنید. مقایسه واندروالس

٩


